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ای  دایرزٌ C2کىذ.  قؽغ می Qي  Pی  را در دي وقؽٍ O ،C1ثٍ مزکش  C2ی  ريی آن مفزيض است. دایزٌ Oی  ي وقؽٍ C1ی  دایزٌ

 .گذرد می Qی اس وقؽٍ RSخل است ي فزض کىیذ خػ ممبس دا C1ثز  Sی  ممبس خبرج ي در وقؽٍ C2ثز  Rی  است کٍ در وقؽٍ

 مًاسی است. SYثب  QXوبمیم. ثبثت کىیذ  می Yي  Xرا ثٍ تزتیت  C1ثب  ORي  PRمحل ثزخًرد ديم 
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,nترًان اػرذاد    ػذدی ؼجیؼی ثبضذ. ثٍ چىرذ ؼزیرم مری    nفزض کىیذ , ,3 2 قرزار داد ثرٍ ضر کی کرٍ َرز ػرذد         را دير یر  دایرزٌ   1

 ػکیُی اس مجمًع دي ػذد مجبيرش ثبضذ؟ مقسًم
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nػررذدی ؼجیؼرری ثبضررذ ػررذد ؼجیؼرری  tثبثررت کىیررذ اگررز  اس اػررذاد کررذام َرری ايل اسررت ي  tيجررًد دارد کررٍ وسررجت ثررٍ  1

n t n t n t, , ,...2  تًان کبمل ویستىذ.  3
ضرًد کرٍ اگرز     تًان کبمل گفتٍ می nمطتزک مثجت آن دي، ی  ثبضذ ي ثٍ ػذد ؼجیؼی ػکیٍ مقسًمب )دي ػذد وسجت ثٍ َم ايل َستىذ اگز تىُ

mمًجًد ثبضىذ کٍ  mي  bاػذاد ؼجیؼی  maي 2 b). 
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َرب   ی ی اس ایه مجمًػٍ دقیقبًضًوذ کٍ َز ػذد ؼجیؼی در  اس اػذاد ؼجیؼی یبفت می A1 ،A2 ،A3َبی دي ػعًی  لف( آیب سیزمجمًػٍا

ی ، مجمًع اػعبnظبَز ضًد ي ثزای َز ػذد ؼجیؼی 
n
A  ثزاثزn21391 ثبضذ؟ 

ٍ ی ی اس ایره مج  دقیقبنضًوذ کٍ َز ػذد ؼجیؼی در  اس اػذاد ؼجیؼی یبفت میي ...  A3ي  A2ي  A1َبی دي ػعًی  ة( آیب سیزمجمًػٍ َرب   مًػر

، مجمًع nظبَز ضًد ي ثزای َز ػذد ؼجیؼی 
n
A  اػعبی  ثزاثزn21391 ثبضذ؟ 
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xی ديمی  ای درجٍ چىذجمکٍ ax b2ایهي کبفی ثزای داویم کٍ ضزغ لاسم  ، ثب ظزایت حقیقی، را در وظز ثگیزیذ. می  ٍ ثترًان   کر

aآن را در اػذاد حقیقی تجشیٍ کزد ایه است کٍ دلتبی آن، یؼىی  b2  تز یب مسبيی صفز ثبضذ. تًجٍ کىیذ کٍ دلتب ویش ی   ، ثشرگ4
ٍ     . وطبن دَاست bي  aای ثب متغیزَبی  چىذجمکٍ ٍ   ای یذ چیرشی مطربثٍ دلترب ثرزای چىذجمکر ی چُربر يجرًد ورذاردا ثبثرت کىیرذ       َربی درجر
Pی  ای چُبر متغیزٌ چىذجمکٍ a b c d( , , ,  ثب خبصیت سیز يجًد وذاردا (

xی چُبر  ای درجٍ چىذجمکٍ ax bx cx d4 3 ز ي تىُب اگزی ی  ثبضذ اگ ای درجٍ ظزة چُبر چىذجمکٍ قبثل تجشیٍ ثٍ حبصل 2

P a b c d( , , , ) 0. 
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Eدر وقبغ  ABCی محبؼی داخکی مثکث  دایزٌ D,  يF  ثٍ تزتیت ثز اظلاعCA BC,  يAB ٍبغی وق ممبس است. قزیىF  ي

E  ٍرا ثٍ تزتیت وسجت ثB  يC وقبغ ،T  يS ی محبؼی داخکی مثکث  وبمیم. ثبثت کىیذ مزکش دایزٌ میATS  درين یب ريی 

 قزار دارد. ABCی محبؼی داخکی مثکث  دایزٌ
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ثزاثزورذ. ثرزای ایره کربر ممربس ثرز        C1ی  ريس دایرزٌ SPQ ي   XYَبی ثبیذ ثبثت کىیم کمبن SYي  QXثزای اثجبت مًاسی ثًدن 

Cي C2َبی دایزٌمطتزک بس رمکىیم ي محل تلاقی آن ثب مرا رسم می Sی  در وقؽٍ C1ی  دایزٌ  وبمیم. حبلمی Aرا  Rی   در وقؽٍ 3

 استا ثزقزاریز ثب تًجٍ ثٍ ض ل رياثػ س

ASQ SPQ SR
SPQ SR RQ

ASQ ARS BRQ RQ
( )1 

 

 

 

 

 

 استا ثزقزاررياثػ سیز ویش  هیچى َم

QX QPX RQ YOQ YXQ QX XY

QX XY QX XY

QX XY RQ

( )

( ),( )

1 1 1 1 1
2 2 2 2 2

1 1
3

2 2
2 3

 

SPQ( داریما .4( ي )1حبل ثب تًجٍ ثٍ رياثػ ) RQ XY  ضًد یمي ح م ثبثت. 

 ديم. داریم حل راٌ

OQ OR

OP OQ OP OQ

OP OR OPR ORP

OP XY OQ XQ XQ XY

ROX QOX OAR

( )

( )

1 1
2 2

90 1

 

Cي  C2چًن  هیچى َم C اس مزکش دایزٌ . ORممبس َستىذ،  Rی  در وقؽٍ 3 Cکىذ. پس مزکش دایزٌ . ویش ػجًر می3 ياقغ  RCريی خػ  3

Cي دایزٌ  RYمحل ثزخًرد  Cاست ) CSR( 2در وتیجٍ ) است( 3 90. 
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SD( 3) ضًد یم( وتیجٍ 2( ي )1اس ) OX .کٍ هیاثب تًجٍ ثٍ  هیچى َم S  مزکش تجبوسC1  يC مًاسی َسرتىذ   YQي  DQاست، پس  3

(D  محل ثزخًرد امتذادSC زٌ ثب دایC1  ).جٍیدروتاست YD OQ( 4. پس )YSD QXO ( وتیجٍ 4( ي )3ل ثب تًجٍ ثٍ )حب

 ضًد.ي ح م ثبثت می اوذ یمًاسویش  SYي  QXضًد کٍ می
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ضرًوذ ی ری   ثٍ َم تجرذیل مری   َبیی را کٍ ثب ی  ديرانیم. آرایصوبمخبصیت مؽکًة را ی  آرایص مجبس میثب  nتب  1آرایطی اس اػذاد 

nکىیم. ثزای فزض می nفقػ دي آرایص مجبس ي ثزای  3  گزد(گزد یب پبدسبػتتویش فقػ دي آرایص مجبس )اػذاد ثٍ تزتیت سبػ 4

 ، چُبر آرایص يجًد دارد.3اس  تز ثشرگدي آرایص ي ثزای اػذاد فزد  3تز اس کٍ ثزای اػذاد سيج ثشرگ میکى یم يجًد دارد. حبل ثب استقزا ثبثت

nتب  1را حذف کىیم ثٍ آرایطی مجبس ثزای  nاست ي اگز  nثزاثز ثب  n، مجمًعٍ دي ػذد مجبير nتب  1لم. در ی  آرایص مجبس  رسریم.  مری  1

ثرٍ دسرت    nترب   1است قزار دَیم، آرایطی مجبس ثرزای   nرا ثیه دي ػذد کٍ مجمًػطبن  n، ػذد n-1تب  1رایطی مجبس ثزای ، اگز در آثزػ س

aثبضىذ، داریم bي  n ،a. اثجبت. اگز دي ػذد مجبير ذیآ یم b n2 nي  3 a b  پسa b nذد مجربير  حبل اگز دي ػa  يb 

xثبضىذ )یؼىی حبلت  yي  x( ثٍ تزتیت n زاسیغ ثٍ) a nbyا) 

a x n a x a b a x b

b y n b y a b b y a
 

n،.....،2،1ثٍ آرایص مؽکًثی اس اػذاد  nپس ثب حذف  nتب  1مجبس ثزای  یطیآرااگز در  ثزػ سي  میرس یم 1 را ثریه دي ػرذد    n، ػذد 1

 .ذیآ یمثٍ دست  nتب  1است قزار دَیم، آرایطی مجبس ثزای  nکٍ مجمًػطبن 

nدرست ثبضذ، سپس ح م را ثزای  nحبل فزض کىیم ح م استقزا ثزای ػذد سيج  nي 1 ي فزض استقزا، تىُرب د  ثز ثىب. میکى یمثبثت  2

n. حربل ثبیرذ   گزد پبدسبػتي  گزد سبػت ؼًر ثٍ nتب  1اس چیىص اػذاد  اوذ ػجبرتيجًد دارد کٍ  nتب  1آرایص مجبس ثزای  را ثریه دي ػرذد   1

nمجبير اس ایه دي آرایص کٍ مجمًػطبن  ٍ است، قزار دَیم.  1 }n تًاوىرذ  یمر دي ػرذد فقرػ   کرٍ ایره    ضرًد  یمر مؼکرًم   یراحتر  ثر , یرب   1{

n n
{ , , }1
2 2

nثبضىذ. پس ثزای ػذد فزد  )ایره دي   اورذ  قزارگزفتٍآن اػذاد ثٍ تزتیت دير دایزٌ  یديتبچُبر حبلت صحیح يجًد دارد کٍ  1

n( غیز اس میکى یم یگذار وبملت دیگز )کٍ ثب حبلات ة ( ي در دي حبمیگذار یمحبلت را حبلات الف وبم  . اورذ  قزارگزفتٍثقیٍ اػذاد ثٍ تزتیت  1

nی را ثزای ػذد سيج  جًاة مسئکٍ میخًاَ یمحبل  nثیبيریم. ثبیذ ػذد  دست ثٍ 2 مجربس اػرذاد   یَب صیآرارا ثیه دي ػذد مجبير اس  2

n, ,...,1 2 n َب آنقزار دَیم، کٍ مجمًع  1 nَبی الف  کٍ در آرایص ضًد یممؼکًم  یراحت ثٍثبضذ..  2 ي  1ثریه   تًاورذ  یمر فقرػ   2

n nة مجمًع َی  دي ػذد مجبيری  یَب صیآراکٍ در  ضًد یم مؼکًم یراحت ثٍ هیچى َمقزار گیزد.  1 . ثىبثزایه ثرزای ػرذد   ضًد یوم2

nسيج   ویش فقػ دي آرایص مجبس يجًد دارد. پس گبم استقزا اثجبت ضذ ي اثجبت کبمل است.2

 کىیما ی را ثب چىذ لم آغبس می ديم. حل مسئکٍ حل راٌ

 لم. َی  دي ػذد سيجی در دایزٌ کىبر َم ویستىذ.

ي  a3ي a2ي a1اثجبت. ياظح است اگز اػذاد 
n
a َم سيج است سیرزا   a3 آوگبٌسيج ثبضىذ  a2ي  a1ثٍ تزتیت دير دایزٌ چیذٌ ضذٌ ثبضىذ ي  ....

a. میداو یم a a2 3  کٍ تىبقط است. ضًوذ یماػذاد سيج  ی َمٍت زار ایه ريوذ  ثب ي 1

کىبر َرم   یَب جفت یٍ یثقػذد فزد کىبر َم َستىذ ي فزد ثبضذ تىُب دي  nسيج ثبضذ اػذاد دير دایزٌ ی ی در میبن سيج َستىذ ي اگز  nلم. اگز 

 سيج ي فزد َستىذ.

سيج ثبضذ چًن تؼذاد اػذاد سيج ي فزد ثزاثز است ي َی  دي ػذد سيجی کىبر َم ویستىذ پس اػذاد ی ی در میبن سيج ي  nاگز  1اثجبت. ؼجم لم 

کىربر َرم سيج ي    یَب سيجی  ىُب دي ػذد فزد کىبر َم َستىذ ي ثقیٍفزد ثبضذ چًن تؼذاد اػذاد فزد ی ی ثیطتز است پس ت nفزد َستىذ ي اگز 

 فزد َستىذ.

ثٍ َمیه  nتب  1کٍ تىُب ی  چیىص متًالی )ثذين در وظز گزفته جُت ي چزخص( يجًد داروذ. یؼىی اػذاد  میکى یمحبل ثزای اػذاد سيج ثبثت 

 .اوذ ضذٌتزتیت دير دایزٌ چیذٌ 
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nػذد  nاػذاد مجبير آن سيج َستىذ. پس مجمًع دي ػذد مجبير ثبیذ معزة سيجی اس 2فزد است پس ؼجم لم  1 ثبضرذ. پرس ثبیرذ     1

n2ثزاثز  َب آنمجمًع  n2اس  تز صیثثبضذ ) 2 n ي n مبوذٌ یثبقاػذاد  هیتز ثشرگتًاوذ ثبضذ چًن  ومی 2 َسرتىذ کرٍ مجمًػطربن     2

n2 nاست(. پس قؽؼبً اػذاد مجبير  2 nي  nثبیذ  1 nي  nثبضىذ. پس اػذاد  2 nي  1 الی قزار دارورذ. حربل   ثٍ ض ل متً 2

nي  nاػذاد ثٍ ض ل مترًالی قرزار دارورذ. فرزض کىیرذ اػرذاد        ی َمٍ میدَ یمثب استقزا وطبن  ٍ  n-kي ...  1 ٍ مترًالی   ؼرًر  ثر  اورذ  قزارگزفتر

n k( )2 nػذد ثؼذی میدَ یموطبن  2 k nثبضرذ داریرم    xذد ثؼرذی  است. فزض کىیذ ػر  1 k x n k کرٍ   1

n دَذ یموطبن  k x اسرت کرٍ    n-k-1ػذد ثؼذی  دَذ یماست کٍ وطبن  n-k-1است تىُب ػذد مم ه  n-kتز اس  کم x. حبل چًن 1

 .کىذ یمایه ريوذ متًالی ثًدن اػذاد را اثجبت 

nحبل ثزای اػذاد فزد  کٍ تىُب دي آرایص مجبس )ثذين در وظز گزفته جُت ي چزخص( يجًد داروذ. یؼىی اػذاد حتمبً ثبیذ  میکى یمثبثت  3

 ثٍ ی ی اس 

,nسیز ثبضىذ   ,...,1 2 

n n n
n n, ,... , , , ,...,

1 1 3
1 2 1

2 2 2
 

 است. nفزد ثبضذ ی ی اس تىُب دي ػذد فزد متًالی ػذد  nلم. اگز 

سيج ثبضرىذ   ػرذد دي  nثبضذ يلری اگرز اػرذاد مجربيرِ      nثبضذ ثبیذ ثزاثز  nمعزةِ ثبیذ است ي چًن  تز کم n2اس  nاثجبت. مجمًع اػذاد مجبيرِ 

nاست. اگز  nمتًالی ػذد  فزد ػذدفزد است. پس ی ی اس دي  nضًد چًن  n تًاوذ یومَب  مجمًع آن پرس   ضًد یماثجبت  یراحت ثٍح م  5

n میکى یمفزض  nا میپزداس یماثجبت  ی ادامٍ. حبل ثٍ 5 َز دي ػذد مجربيرِ آن یرب سيج َسرتىذ یرب      3ي لم  2فزد است پس ؼجم لم  2

nمجبير  n است. اگز nی ی اس اػذاد مجبير آن  nثبضذ مجبيرِ دیگزِ  2 n تًاوذ یمفقػ  2 nثبضذ چًن مجمًع مجبيرَبی  4 2 

nثبیذ ثز  n2تًاوىذ  پذیز ثبضذ ي ایه مجمًع حذاکثز می ثخص2  ضذ.ثب1

nکٍ چًن  n n,3 6 2 1 n2پس ثبیذ  5 nي   nثبضذ. پس  4 nي  2  3ام بن ورذارد   2مجبير َستىذ يلی ؼجم لم  4

nػذد فزد کىبر َم ثبضىذ. پس مجبيرَبی  ستىذ. حبل مبوىذ اثجبت ثزای اػذاد سيج مجمرًعِ دي ػرذد مجربير ثبیرذ معرزة      دي ػذد سيج َ 2

nسيجی اس  n2ثبضذ پس قؽؼبً ثبیذ ثزاثز  2 n2ثبضذ)ثیطتز اس  4 nي  n مبورذٌ  یثربق اػرذاد   هیتز ثشرگثبضذ چًن  تًاوذ یوم 4 1 

n2َستىذ کٍ مجمًػطبن  n3است کٍ کمتز اس  1 nاست(. پس اػذاد مجبير  6 nثبیذ  2 nي  1  ثبضىذ. 3

nدیذم  ىجبیاتب  nي  1 nي  2 nمتًالی َستىذ. حربل اگرز مجربير     3 nثبضرذ داریرم    1 x n1  پرس دي حبلرت ر     2

 دَذامی

xحبلت ايلا  n2، 1 صًرت ثٍان وتیجٍ گزفت اػذاد متًالی ي تً . در ایه حبلت مطبثٍ اثجبت اػذاد سيج می،... ،n .َستىذ 

nػذدی است کٍ اػذاد  هیتز ثشرگ kحبلت ديما فزض کىیذ  1 ،n n، ..... ي  2 k ٍاوذ قزارگزفتٍمتًالی  ؼًر ث k n( )2 1 .

دَیم  وطبن می
n

k
1

2
nثىبمیرذ. داریرم    yاسرت. ػرذد ثؼرذی را     nي ػرذد ثؼرذیِ آن     k y n k  دَرذ  یمر کرٍ وطربن    1

n k y nثرب   k ،yی اوتخربةِ   وحًٌ ثز ثىباس ؼزفی  1 k  ي چرًن ..  ثزاثرز ویسرت   1
n

n k
1

2
n k y پرس   1

y=n حبل اگز ػذد دیگز مجبير .n   راz . ثگیزیم داریمn z n k( کىیم  ادػب می (
n

n k
1

2
–ي  z صرًرت  هیا. سیزا در غیز 

k n  َز دي کمتز اس
n

2
nًاَىذ ثًد کرٍ ثرب   خ   z n k( در تىربقط اسرت. پرس     (

n
n k

1
2

nي چرًن    k n پرس   1

n
k

1
2

ثبیذ  nاست ريضه است کٍ ػذد دیگز مجبير  nَمبن  nحبل. چًن مجمًع اػذاد مجبير  
n 1
2

حربل ثرٍ ؼرزس مطربثٍ      ثبضرذ.  

ي ... ي  2ي  1تًان ثبثت کزد اػذاد  می
n 3
2

ي  
n 1
2

n مًردوظزآیىذ پس آرایص  متًالی می  ي ... ي 1
n 3
2

ي  
n 1
2

ي  
n 1
2

  ...

 است. 1ي  2ي 
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tايل. فزض کىیذ  حل راٌ q s1 ٍکq  ػذدی ايل است يs q( , ) اًوی اس است کٍ را می ثشرگ  درياقغ. )1  ضمبرد(. تزیه ت

x0تخبة کىیذ کٍ را ؼًری او x0حبل  qی  )ثٍ پیمبوٍ 1 xي  1 t0  قزار دَیذn x0کىیم ایه  . ادػب میn ٍاًة مسئک  ی است. ج

 iَز  یتًجٍ کىیذ کٍ ثزا
in t t1 qی  )ثٍ پیمبوٍ 0 in( يلی 1 t t1  (qی  )ثٍ پیمبوٍ 0

inای  iفزض کىیذ ثٍ اسای  t  )جٍیدروتتًان کبمل ضًد. )فزض خکف r ٍای يجًد دارد کr iي  1 rn t y     ي چرًن ومربی ػرذد

inی  در تجشیررررٍ qايل  t   ثررررز  اسررررت،  ثررررٍ ػًامررررل ايل ثزاثررررز ثرررربr ي  2 جررررٍیدروتپررررذیز اسررررت.  ثخررررص
r

i
rr i ry n t x t z t ضًد کٍ  اس َمیه تسبيی وتیجٍ میy z،حبل تًجٍ کىیذ . 

rr r r r rz t z x z z z y z t1  

 کىذ. کبر می nکٍ تىبقط است. پس فزض خکف ثبؼل است ي ایه 

 کىیم کٍ در آن،  استفبدٌ می یا ديجمکٍدقت کىیذ در اثجبت وبثزاثزی سًم اس ثسػ 

r r r rr r
z z rz z rz z z

( )
( ) ...1 2 21

1 1
2

 

r)وبثزاثزی ثبلا ثزای   است(درست  2

 ديم. دي حبلت در وظز ثگیزیذ حل راٌ

tحبلت ايل.  nتًان کبمل وجبضذ. قزار دَیذ  1 t t( )21 knای  kکىرذ. فرزض کىیرذ ثرزای      کبر می nکىیم ایه  . ادػب می1 t 

yثب تؼزیف  جٍیدروتتًان کبمل ضًد.  t t( )21، 
k k kt t t y ky ky t t b t( ( ) ) ... ( )( ( ) )2 11 1 1 1 1 

 مىبسجی( b)ثٍ اسای 

t يظًح ثٍ bي  1 t( )1 اوذ ي ظزثطبن تًان کبمل است. پس ثبیستی َز ی  تًان کبمرل ثبضرىذ کرٍ خرلاف فرزض       وسجت ثٍ َم ايل 1

 ی مب است. ايلیٍ

tحبلت ديم.  tتًان کبمل ثبضذ. قزار دَیذ  1 m31  ٍکm  تًان کبمل ویست. )ثزای ایه کبرr  ترزیه ترًان مم ره اوتخربة      را ثریص

nکىیذ( قزار دَیذ   t t( )20 1 nي  1 n
2

 ی است. جًاة مسئکٍ nَمیه  0

kفزض کىیذ ثٍ اسای  c d, kای  , dn t c گیزیم  مطبثٍ ريش کبر در حبلت ايل وتیجٍ میt ام کبمل است. پس ثب تًجٍ ثرٍ   dتًان  1

t کٍ هیا  تزیه ومبی مم ه است،  ثیص rام کبمل ویش َست ي  rتًان  1

r  ثزd پذیز است. پس  ثخصr ld  ي 
d d kl kl dc c n n n t( )( ...1 2 1

0 0 0
d k d kldt c n c n c n( )0 0 

 کٍ تىبقط است.
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 ضًد. َبیی یبفت ومی دَیم چىیه سیزمجمًػٍ الف( ثب استفبدٌ اس ثزَبن خکف وطبن می

 زد ؼًری کٍ حبصل جمغ اػعبیزاس کراف A1 ،A2،A3ًی رعری دي ػربیرَ ؼًر وجبضذ ي ثتًان اػذاد ؼجیؼی را ثٍ سیزمجمًػٍ فزض کىیذ ایه

i
A  ثزاثررزi1391   ثبضررذ. اگررز

i i i
A a b{ , ثبضررذ آوگرربٌ چررًن    {

i
a  ي

i
b  اوررذ ي  اػررذاد ؼجیؼرری

i i
a b i1391  پررس

i i
a b i,  داریما 1391

i i
i a b i

,
1391 1391 1391 1391 2 1391 
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2اس  A1 ،A2 ،A3 ،... ،A1391ی اػعبی  پس َمٍ 2کمتز َسرتىذ، یؼىری حرذاکثز     1391 1391  1331ترًان در ایره    ػرذد را مری   1

2ی آن  َبی دي ػعًی، کٍ در وتیجٍ کٍ ثب فزض ايلیٍ مجىی ثز افزاد ثٍ مجمًػٍ داد قزار  مجمًػٍ مجمًػرٍ قرزار    1331ػرذد در ایره    1391

دي ػعرًی ثرب ضرزایػ     یَرب  زمجمًػٍیستًان ثٍ  دَذ فزض ايلیٍ وبدرست ثًدٌ ي اػذاد ؼجیؼی را ومی گیزد. تىبقط دارد. ایه تىبقط وطبن می یم

 ی افزاس کزد. مسئکٍ ی ضذٌ خًاستٍ

 دَیم جًاة مثجت است. َب وطبن می ی ريضی ثزای سبخت ایه مجمًػٍ ة( ثب ارائٍ

اُم،  iی  حکررٍريش ثررٍ ایرره صررًرت اسررت کررٍ در مز   
i
a حرربل تبثررٍتررزیه ػررذدی کررٍ    ، کًچرر  ٍ ای قررزار وگزفتررٍ ي   در َرری  مجمًػرر

i i
b i a21391 ٍی  را در مجمًػ

i
A است دار رای  َبی حبصل ضزایػ مسئکٍ دَیم مجمًػٍ دَیم. در مزاحل سیز وطبن می قزا می. 

ترزیه ػرذدی ثبضرذ کرٍ در َری        کًچر   aگیزد در غیز ایه صًرت، فرزض کىیرذ    َب قزار می اػذاد ؼجیؼی در حذاقل ی ی اس مجمًػٍ ی آ.َمٍ

 aػرذد   iصرًرت ؼجرم ريش فرًر در مزحکرٍ      هیر ا دراوتخبة ضذٌ ثبضىذ،  aتز اس  ی اػذاد کًچ  اُم َمٍ -iی  ای ویبمذٌ ي در مزحکٍ مجمًػٍ

 ضًوذ. َب پًضبوذٌ می ی اػذاد ؼجیؼی در ایه مجمًػٍ ٍ وبدرست ثًدٌ ي َمٍضًد. پس فزض ايلی اوتخبة می

ضًد خزيجی ایره ريش افرزاسی اسرت کرٍ      کىیم َی  ػذدی در ثیص اس ی  مجمًػٍ ویبمذٌ ي ثذیه تزتیت ثبثت می ة. در مزاحل سیز ثبثت می

 سؤال است. مًردوظز

لم. 
i
a i2 1  

 اجٍیدروتمسبيی اوتخبة وطذٌ است ی ی اس اػذاد کمتز یب  کم دست  پس، اوذ قزارگزفتٍَب  اُم،  ػذد در مجمًػٍ-iی  حکٍاثجبت. تب پیص اس مز

اس  ػذد قجکی ثزاثز ویست ي  کذام  یَای ویبمذٌ پس  ثب  در َی  مجمًػٍ حبل تبثٍتزیه ػذدی است کٍ  . ثب تًجٍ ثٍ ایى ٍ در َز مزحکٍ  کًچ 1

 بضذ.کٍ  ث  هیچى َم

i i i
b i a i i a

221392 1391 1 2 1   

i. اگز 2 j ٌاآوگب 

i i j i
b i a i i i b a

22 21392 1391 2 1 1391 1  

َبی متفبيت یب ی ذیگز ثزاثز ویستىذ دروتیجٍ َز مجمًػٍ دقیقربً دي   است کٍ َی  دي ػذد در ی  مجمًػٍ یب در مجمًػٍ ضذٌ ثبثت تیتزت هیا ثٍ

 اس ی  مجمًػٍ ویبمذٌ است. ػعًی است ي َی  ػذدی در ثیص
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Qاثتذا فزض کىیذ  b d P b d, , , ,0 Qدر ایه صرًرت   0 b d, 0     ٍ xای  اگرز ي تىُرب اگرز چىذجمکر bx d4 دارای  2

xی حقیقی ثبضذ ي ایه مًرد َم ثزقزار است اگز ي تىُب اگز  چُبر ریطٍ bx d2  ثبضذ. یىفموبدارای دي ریطٍ حقیقی 

   چزاکٍ) 

x bx d x a x x bx d x x2 4 2 2 2  

 

xکىیم  حبل ثبثت می 0ضًد اگز ي تىُب اگز  ثٍ ػًامل خؽی تجشیٍ می x2ي  bx d2  ٍ ی حقیقری وربمىفی    دارای دي ریطر

bي تىُب اگز است اگز  d b,2 4 0 0 . 

,فزض کىیذ  xَبی  ریطٍ 0 bx d2 ثبضىذ در ایه صًرتا 

x bx d x x x x2 2   

bي ثىبثزایه  d,0 bای دارای ریطٍ ثًد پس  ي چًن چىذجمکٍ 0 d2 4 0 . 

bحبل ثزػ س فزض کىیذ  d b d, ,2 4 0 0 xثىبثزایه  0 bx d2 ٍدارای دي ریط   ٍ َرب    ی حقیقی است فزض کىیذ ایره ریطر

bصًرت مبوىذ قجل  هیا درثبضىذ.  , d,  حبلd  0دارای مخبلف ویسرتىذ، ثىربثزایه اگرز      ثىبثزایه 0

b جٍیدروتي  0 آوگبٌ  خًاستیم ثبثت ضذ. می آوچٍکٍ خلاف فزض مبست پس داریم  ي  0
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 احبل داریم

Q b d b d b d, , , ( )20 4 0 0 0 1   

bحبل ثزای َز   ی ت  متغیزٌ یا چىذجمکٍ  0
b
Q y  ٍک

b
Q y Q b y,    ثرزای

b
y

2

0
4

yوربمىفی ي ثرزای      مىفری   0

ای تبثؼی پیًستٍ است پس  جمکٍ َزچىذاست ي چًن 
b
Q 0 L ای ىذجمکٍچ جٍیدروت .0 b Q b,0    ثرزای َرزb ثزاثرز صرفز    0

Lجب صفز است ي ایه یؼىری   وُبیت ریطٍ است ي ثىبثزایه َمٍ ای دارای ثی ضذٌ است ي ایه یؼىی ایه چىذجمکٍ Q ,1 1 0 ثىربثزایه   0

1( ثبیذ داضتٍ ثبضیم 1ؼجم )  ی ثبثت ضذ. پس ثٍ تىبقط رسیذیم پس ح م مسئکٍ .0
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BDTاسرررت. ثىررربثزایه داریرررم  Bالسررربقیه ثرررٍ ر س  متسررربيی BDTايل. مثکرررث  حرررل راٌ B
1
2

مطررربثٍ  ؼرررًر ثرررٍ .

CDS C
1
2

 اثىبثزایه .

TDS B C A0 0
0

1 1 1
180 90

2 2 2
 

 ثىبمیم، خًاَیم داضتا Iي  I را ثٍ تزتیت ATSي  ABCَبی  بؼی داخکی مثکثَبی مح اگز مزکشَبی دایزٌ

I TS T I ST S,
1 1
2 2

  

TI S T S A0 0
0

1 1 1
180 90

2 2 2
  

TDSثىبثزایه  TI S ي چًنI  يD   َز دي ی  ؼزف خرػTS    َسرتىذ، چُبرظرکؼیTDI S     ٌی  محربؼی اسرت. مزکرش دایرز

اس مثکرث   Cي  Bسبسَبی خربرجی سيایربی   است کٍ َمبن ویم SDي  TDَبی  محیؽی ایه چُبرظکؼی َمبن محل ثزخًرد ػمًدمىصف

ABC ٌی محبؼی خبرجی مثکث  َستىذ. پس مزکش ایه دایزٌ َمبن مزکش دایزABC   متىربظز

است کٍ آن را  Aثب ر س 
a
I وبمیم. می 

 ی ثٍ مزکش اگز دایزٌ
a
I  ي ضؼبع

a
I D ثىبمیم، را  ثب خػI  ثرب خرػ   تقبؼغَمبن

a
AI 

اسررت. َمچىرریه
a
I  يD  در دي ؼررزفTS قررزار داروررذ )چررًنTDS ي  090

a
I  مزکررش

Iقزار داروذ. پس TS ؼزف  یدر  Iي  I ،Dکٍ یدرحبلاست(  TDSی محیؽی مثکث  دایزٌ

خػ  ريی ویم
a
I I  ٍاست. پس ثزای اثجبت ایه کرٍ    ی محبؼی ي  دایزٌ المزکشیه خػاست ک

ی محبؼی است، کبفی است ثبثرت کىریم    يی دایزٌداخل یب ر
a a a
I I r I I I I r 

اسررت. امررب   ABCی محرربؼی داخکرری مثکررث    ضررؼبع دایررزٌ  rکررٍ در آن 
a

r I D  ي

a a
I I I D ضًوذ  َبی فًر تجذیل می پس وبمسبيی

a
I ID   کرث در  کٍ َمربن وبمسربيی مث

 ضًد. مثکث . است ي ح م ثبثت می
 

Iی ثبضذ. ثب تًجٍ ثٍ ایه کٍ سايیٍ ASثبظکغ  ATSی محبؼی داخکی مثکث  ی ی تمبس دایزٌ وقؽٍ Eراٌ حل ديم. فزض کىیذ  I   ثب ظرکغ

AC  ثزاثز ثب
A

2
ت است، خًاَیم داض 

A
EE I I cos

2
پس کبفی است ثبثت کىیم  

A
EE r cos

2
 داویم می 

AE AB AC BC ,
1
2
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AE AT AS TS AB BD AC CD TS
1 1
2 2

  

AEتًجٍ کىیذ کٍ AEٌی محبؼی داخکی مثکث  کبملاً داخل مثکث  ، سیزا دایزATS   ی محربؼی داخکری    ایرزٌ است ي ثىربثزایه ضرؼبع د

ATS  ثیطتز اسr  است. ثىبثزایهEE BC TS
1
2

پس کبفی است ثبثت کىیم  
A

BC TS r cos
1
2 2

را تقربؼغ   Mامرب اگرز    .

EF  ثبAI ثگیزیم، داریم 

A
r I E MIE EM EF

s
cos sin 0

1
2

  

BCثىبثزایه کبفی است ثبثت کىیم  TS EF2داریم . FE TS BC2  سیزا 

FE TS FB BC CE TB BC CS  

FBي  TB CE CS  . ثىبثزایه0

BC BC FE TS FE TS FE TS2 2   

 ضًد. ي ح م ثبثت می

 


